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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВОДЫ В КАНАЛАХ ИРРИГАЦИОННЫХ 
СИСТЕМ В УСЛОВИЯХ ДИСКРЕТНОСТИ ВОДОПОДАЧИ.
Рахимов Ш.Х. - д.т.н., профессор,
Бегимов И., Гаффаров Х.Ш
Научно-исследовательский институт ирригации и
водных проблем при ТИИМ
Аннотация
Канал бўлинмаларида сув оқимининг тўғри ва кинематик тўлқин, конвектив-диффузион ва тўлиқ ностанционар 
ҳаракати тенгламаларидан иборат сув тақсимлашнинг математик моделлари ишлаб чиқилди. Улар учун дискрет-
лик, бошланғич, чегаравий ва чекланиш шартлари аниқланди. Шунингдек каналларда сув тақсимлаш жараёнида 
насос станциялари, сув олиш истеъмолчилари ва канал бўлинмаларида учун сув тақсимлашнинг сифат мезонлари 
ишлаб чиқилди.
Abstract
Mathematical models of water distribution in channels of irrigation systems under discrete water supply conditions 
have been developed. These include the models of direct and kinematical waves, diffusive & convectional model, and 
complete model of unsteady water flow in channel sections. Also, the criteria of quality of water distribution in the channel 
sections, for lateral water intakes and pumping stations have been defined. For them, discrete conditions, initial and border 
conditions, scopes of variables and limitations on the water distribution process in channels have been determined. 
Аннотация
Разработаны математические модели распределения воды в каналах ирригационных систем в условиях дис-
кретности водоподачи, в составе которых модели прямой и кинематической волны, конвекционно-диффузная мо-
дель и полная модель неустановившегося движения потока воды на участках каналов. Также разработаны кри-
терии качества распределения воды в участках каналов, для боковых водозаборов и насосных станций. Для них 
определены условия дискретности, начальные и граничные условия, области определения переменных и ограни-
чения на процесс распределения воды в каналах.
В связи с изменением водообеспеченности по годам, когда наблюдаются многоводье или маловодье, 
возникает необходимость такого распределения водных 
ресурсов, чтобы их хватило для орошения сельхозкуль-
тур на местах. Параметры процесса течения воды в ка-
налах распределены во времени и в пространстве, т.е. 
параметры потока воды зависят от расстояния и времени 
движения. Гидротехнические (водозаборные, перегора-
живающие и др.) сооружения расположены в отдельных 
створах по длине каналов ирригационных систем. Совре-
менная теория водораспределения (характеристики, ка-
чественные показатели, модели и методы водораспреде-
ления) в ирригационных системах, основана в основном 
на непрерывном обеспечении водой их потребителей и 
основывается на уравнениях неразрывности и количе-
ства движения потока воды в каналах и непрерывности 
процессов в пространстве и во времени. В большинстве 
ирригационных систем в условиях наличия или дефицита 
воды режим водоподачи потребителям осуществляется 
дискретно во времени (в определенное время к опреде-
ленному потребителю), поэтому параметры потока воды 
в таких системах зависят от дискретности работы соору-
жений. 
В настоящее время с развитием теории оптимального 
управления сложными системами с различными харак-
теристиками (сосредоточенными, распределительными, 
дискретными и др.) появилась возможность создания 
специальной теории оптимального распределения воды 
в ирригационных системах в условиях дискретности во-
доподачи потребителям. Современные компьютерные 
технологии и численные методы (сплайны, обобщенные 
функции, численные алгоритмы, базы данных и графиче-
ские представления данных) позволяют создать специ-
альные системы математического моделирования и 
оптимального распределения воды в ирригационных си-
стемах на основе развития теории управления сложными 
системами. 
Рассмотрим участок канала (рис.1 а,б), имеющий пять 
водозаборов. Задачу распределения воды с учетом дис-
кретности водоподачи рассмотрим, как обеспечение в мо-
мент времени Т для каждого водозабора подачу расхода 
воды qi, т.е. ступенчатое изменение расхода воды, при 
минимальном колебании уровня воды на участке канала, 
l - растояние между водозаборами, t - время между водо-
заборами.
Модель прямой волны. Рассмотрим постановку зада-
чи распределения воды на участке канала, учитывающую 
дискретность водоподачи с запозданием распростране-
ния расхода воды по длине канала. 
Дискретность расхода воды сформулируем с помо-
щью дискретной единичной функции qil(t-T). 
В качестве математической модели участка канала 
рассмотрим одномерное дифференциальное уравнение 
в виде
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где Q(x,t) – изменение расхода воды в участке канала, 
v – скорость движения потока. 
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Начальное условие
                              ),()0,( 0 xQxQ                           (2)
      где Q0(x) – начальное распределения расхода воды в 
участке канала
 Граничное условие 
),(),0( 1 tQtQ                                   (3) 
    где Q1(t) –изменение расхода воды в начале участке 
канала  
Область определения переменных
0.,0,0  tx                           (4)
Расходы воды в точках водозабора участка канала q(x,t) 
в условиях дискретности распределения воды имеет вид
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Уравнение (1) учитывает основное свойство ирригацион-
ного канала, как запаздывание расхода воды по длине ка-
нала, чем дальше рассматриваемый створ от начального, 
тем больше запаздывание расхода воды. 
Фундаментальное решение уравнения (1), с использован-
ним функции Грина, имеет вид [1]
   
))(()(1),,( 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                      (6)
     где δ(х) – дельта-функция Дирака. 
Аналитическое решение уравнения (1), при наличии его 
фундаментального решения, определяется следующим 
образом
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      где w(x,t) – стандартизирующая функция для краевой 
задачи (1) – (4), которая имеет вид
w(x,t)= q(x,t) +Q0(x,t)δ(t)-v δ(x)Q1(t)               (8)
     Рассмотрим свойства решения уравнения (1). Измене-
ние расхода воды в начале участка канала при нулевых 
начальных условиях распространяется со скоростью v по 
длине канала. Фронт волны в данном случае не меняется 
по длине, на рис.2 (а,б) и 3. в изометрии показано распро-
странение волны расхода воды по длине и по времени.
    В этом случае основной задачей водораспределения 
является своевременный перехват расхода воды отво-
дами по мере распространения водного потока по длине 
канала.
Модель кинематической волны. Уравнение кинематиче-
ской волны, в случае наличия боковых отводов, записы-
вается следующим образом
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      где Q(x,t) – изменение расхода воды на участке кана-
ла, v – скорость движения потока. 
Начальное условие
),()0,( 0 xQxQ   ),()0,( 0 xx          (10)
        где Q0(x) – начальное распределения расхода воды 
на участке канала
 Граничное условие 
),(),0( 1 tQtQ                                 (11)
где Q1(t) –изменение расхода воды в начале участка кана-
ла Область определения переменных
0.,0,0  tx                      (12)
    Расходы воды в точках водозабора участка канала q(x,t) 
в условиях дискретности распределения воды имеют вид
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Уравнение (9) учитывает такие основные свойства 
ирригационного канала, как запаздывание и 
трансформация расхода воды по длине канала. В данном 
случае расход воды, измененный в начальном створе 
участка канала, приводит к изменению расхода воды 
и в других створах участка канала через определенное 
время запаздыванием, которое постепенно изменяется 
по времени (рис. 2-3.).
       Конвекционно-диффузная модель основывается на 
пренебрежени инерционных членов уравнений и имеет 
вид
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где К – модуль расхода.
Модуль расхода K (x, z) характеризует величину сил 
трения и определяется по следующей формуле  где 
,RCK   где R=ω/χ гидравлический радиус русла; χ– 
смоченный периметр русла; С – коэффициент Шези.
Для определения коэффициента Шези существует целая 
серия эмпирических формул [2].
   В качестве одно из них может бить принята используем 
известную формулу Павловского
 1,075,013,05,2,1  nRnyуR
n
C      (14)
где n- коэффициент шероховатости канала.
Начальное условие
),()0,( 0 xQxQ  ),()0,( 0 xx                (15)
где Q0(x) – начальное распределения расхода воды 
на участке канала.
Граничное условие
Рис. 1.  Дискретная водоподача на участках канала
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Рис. 2. Распространение прямоугольной волны по 
длине канала
б)
Рис. 3. Распространение сложных волн по длине 
канала
а)
),(),0( 1 tQtQ                             (16)
где Q1(t) –изменение расхода воды в начале участка ка-
нала
Область определения переменных
0.,0,0  tx                        (17) 
    Расходы воды в точках водозабора участка канала q(x,t) 
в условиях дискретности распределения воды имеют вид
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 Полная модель неустановившегося движения потока воды 
на участке канала. Состояние участка магистрального 
канала характеризуется неустановившимся течением 
воды и описывается системой дифференциальных 
уравнений Сен-Венана
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где: Q=Q(x,t) – расход воды; z=z (x,t) – ордината свободной 
поверхности;  g – гравитационная постоянная;  i – уклон 
дна; B=B(z) – ширина потока по поверхности живого 
сечения;  w = w(z) – площадь живого сечения потока ;
c=c(z) – скорость распространения малых волн;  K=K(z) – 
модуль расхода.
 Дифференциальные уравнения в частных производных 
гиперболического типа в системе (19) есть уравнения 
сохранения массы и импульса потока, которые 
представляют собой математическую модель 
неустановившегося движения воды на участке открытого 
канала.
      В качестве функций, определяющих течение потока, 
здесь выбраны расход Q (x,t) и ордината свободной 
поверхности z(x,t). Независимыми переменными являются 
продольная координата  x и время  t.
  Русло задаётся ординатой дна z0(x) и шириной 
поперечного сечения B(x,t) на расстоянии z (по вертикали) 
от дна русла.
     Тогда:
    - глубина потока: h (x, t) =z (x, t)-z0(x)
    - площадь поперечного сечения потока:
    -средняя скорость течения: v=Q/w; 
    -скорость распространения малых волн: с= Bg /  ;
    -уклон дна i=-dz0|dx.
Характеристическая форма уравнений (19) имеет вид 
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Начальные условия задаются в виде:
)()0,(),()0,( 00 xQxQxzxz                      (21)
где: Q0 (x), z0(x) - известные функции. 
Граничные условия в точках x1=0 и x2=l записываются в 
виде
)(),(),(),0( 21 tutlQtutQ                 
 (22)
Расходы воды в точках водозабора участка канала в 
условиях дискретности распределения воды имеют вид
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    В представленных моделях аналитическое решение 
уравнений (9), (13) и (20) при указанных краевых 
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условиях отсутствует, так как гидравлические параметры 
потока воды представляет собой нелинейную функцию, 
зависящую от формы поперечного сечения участка 
канала. 
Из выражения боковых водозаборов (23) видно, что 
потребителям обеспечивается дискретная водоподача во 
времени в виде ступенчатой функции. При ступенчатых 
функциях для решения задачи оптимального 
распределения воды необходимо сформулировать 
критерии качества распределения воды в каналах 
ирригационных систем в условиях дискретности 
водоподачи потребителям и систему ограничений.
Процессы протекающие в каналах, относятся к системам 
с распределенными параметрами, а оптимальное 
распределение воды между потребителями в каналах 
относятся к задачам оптимального управления системами 
с распределенными параметрами. Для них сформулируем 
критерии качества распределения воды как критерии 
качества управления системам с распределенными 
параметрами.
Критерии качества управления системами с 
распределенными параметрами в общем в виде 
записывается в виде суммы интегральных функционалов 
[3]
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где Fi, i=1,…,4 – заданные непрерывные функции своих 
аргументов, причем первое составляющее представляет 
собой критерии качества для распределенных 
управляющих воздействий, а второе и третье - для 
граничных управлений, а четвертое - для конечных 
состояний управляемого процесса. 
Участок канала. Критерий качества гидравлических 
процессов распределения воды на участке канала можно 
записать следующим образом
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где z(х,t) – фактическое изменение уровня воды на 
участке канала; z* - заданное значение уровня воды. 
   Функционал (25) показывает качество изменения 
уровня воды в участке канала во время всего процесса 
распределения воды. Решением задачи минимизации 
функционала (25) является уменьшение чрезмерного 
колебания уровней воды в участке канала.
     Следующим критерием качества изменения уровня 
воды на участке канала является интегральное 
отклонение уровня воды в конце процесса Т от заданного 
распределения уровня воды z*(х,)
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       Аналогично для расхода воды на участке канала
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где Q(х,t) – фактическое изменение расхода воды на 
участке канала; Q* - заданное значение расхода воды. 
Функционалы (27) и (28) показывают качество изменения 
расхода воды на участке канала в начале, по длине 
и конце процесса распределения воды. Решением 
задачи минимизации функционалов (27) и (28) является 
уменьшение чрезмерного колебания расхода воды на 
участке канала.
Кроме интегральных критериев качества можно 
использовать следующие аналоги критериев (25)-(28)
 
       
   ztxzI ,1               
   )(, 02 xzTxzI
       
   QtxQI ,3             
   QTxQI ,4  
(29)
Боковые водозаборы. Для боковых водозаборов 
критерием качества процесса распределения воды можно 
выбрать среднеквадратичное интегральное отклонение 
фактического расхода воды от плановых (лимитированных) 
значений за период [0,T]  распределения воды
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где qj (t) –  фактическое значение расхода воды i-го 
бокового водозабора;  qj* - плановое значение расхода 
воды i-го водозабора.
Аналогом критерия (30) является выражение
   jj qtqI2
Насосная станция. Для определения режимов 
работы насосного агрегата, при различных углах 
разворота лопастей осевого насоса, необходимо иметь их 
нагрузочные характеристики N=f(Q). Их можно построить, 
используя универсальную характеристику, где приведены 
зависимости H = f(Q) и η = f (Q) по известной формуле 
мощности на валу насосного агрегата
 
QH
gN 
                                     
 (31)
где Q - расход насоса; H - напор насоса; η - коэффициент 
полезного действия насоса.
Критериями оптимальности процесса водоподачи на 
насосных станциях являются
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где Ni – потребляемая мощность i-го работающего 
насосного агрегата; Qнс, Q* – фактический и требуемый 
расход воды насосной станции. Эти критерии оценивают 
работу насосных станций на участках канала, 
ограниченных насосными станциями.
Технологические ограничения на режимы работы 
участков канала имеют вид
  maxmin ,zt,xzz iiii               
(34)
  maxmin iiii Qt,xQQ             
(35)
где Qimin, Qimax – минимальные и максимальные 
допустимые расходы воды на i-ом участке канала; zimin, zimax 
-  минимальные и максимальные допустимые ординаты 
свободной поверхности воды на i-ом участке канала.
Основные ограничения на гидротехнических 
сооружениях имеют вид 
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                           aiмин ≤ ai(t) ≤ aiмах ,                         (36)
где aiмин, aimax -  минимальные и максимальные допустимые 
открытия затворов гидротехнических сооружений.
Основные ограничения на насосных станциях имеют 
вид 
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(37)
где Nimin и Nimax – минимальное и максимальное 
количество работающих насосных агрегатов;
Nipmin и Nipmax - минимальное и максимальное множество 
номеров работающих насосных агрегатов;
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pmin и             ,,,,,,, maxmaxmaxminminmin PiPiiPIPiiPPii NNttNtNNN   ipmax - минимальное и максимальное множество 
углов разворота лопастей осевых насосов i-ой НС.
Заключение. Разработаны математические модели 
участка ирригационного канала, критерии качества 
распределения воды на участках канала, определены 
условия дискретности и ограничения на процесс 
распределения воды в каналах, которые являются основой 
для разработки математических моделей оптимального 
распределения воды в каналах ирригационных систем в 
условиях дискретности водоподачи потребителям.
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